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Problema 1

Si considerino l’hamiltoniano H e la grandezza fisica A di un sistema quantistico associato allo spazio
Hilbertiano C3

H =

 2 0 0
0 0 1
0 1 0

 ~ω A =

 +1 0 0
0 +1 0
0 0 −1

 a

con ω e a costanti reali non nulle.
1.1 All’istante t = 0 una misura di A da come risultato −a. Si determini lo stato |ψ(t)〉 del sistema
al generico istante successivo t.

|ψ(t)〉 =

 0
−i sinωt

cosωt


1.2 Si determinino le probabilità WA

t (±a), il valor medio 〈A〉t e la fluttuazione (∆A)t relativi a misure
di A effettuate al generico istante t > 0.

WA
t (−a) = cos2 ωt WA

t (+a) = sin2 ωt 〈A〉t = −a cos 2ωt (∆A)t = |a sin 2ωt|

1.3 All’istante t̄ una misura di energia fornisce il risultato +~ω. Nell’istante immediatamente suc-
cessivo t̄+ si misura A ottenendo +a come risultato. Determinare la probabilità WH

t̄++(+~ω) che una
nuova misura di energia, fatta all’istante t̄++, dia nuovamente come risultato +~ω.

WH
t̄++(+~ω) =

1

2

1.4 Fornire un esempio di insieme completo di osservabili compatibili che includa la grandezza fisica
A.

Problema 2

Lo stato di una particella vincolata a uno spazio unidimensionale è descritto, all’istante t = 0, dalla
funzione d’onda:

ϕ0(x) =
1√
2

(
1

L2π

)1/4

2
(x
L

)
e
−
x2

2L2

2.1 Determinare il valor medio 〈X〉 e la fluttuazione (∆X) della posizione all’istante t = 0.

〈X〉 = 0 (∆X) =

√
3

2
L

2.2 Determinare la probabilità WX
0 (x > 0) che una misura di posizione fatta all’istante t = 0 fornisca

un risultato positivo e la probabilità WP0 (±1) che una misura di parità fatta all’istante t = 0 fornisca
i risultati ±1.

WX
0 (x > 0) =

1

2
WP0 (+1) = 0 WP0 (−1) = 1



2.3 Sapendo che l’Hamiltoniano del sistema è quello di un oscillatore armonico con L =
√
~/mω,

determinare il valor medio dell’energia 〈H〉t al generico istante t > 0.

〈H〉t =
3

2
~ω

Integrali utili: ∫ +∞

0
une−u

2
du =

1

2
Γ

(
n+ 1

2

)
dove Γ(z) è la funzione Gamma di Eulero con le proprietà:

Γ(z + 1) = zΓ(z) Γ(3/2) =
1

2

√
π Γ(5/2) =

3

4

√
π


