| nterpolazione

Dataunalistadi punti [x,f], i=1,...n, stimare f(x)
per vaori arbitrari di x

Graficamente: disegnare una curvaregolare
attraverso i vari punti.
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» Spesso si hanno adisposizione insiemi di dati provenienti
da misure sperimentali.

— Tipicamente, si vede chei dati di (output) variano ..

— Al variaredi parameter di controllo (input).

— Esempi:
Variazione della pressione con la profondita
Variazione temporale dellavelocita’ del vento
Variazione spaziale della temperatura

* Metodo scientifico: | dati identificano unarelazione da
trovare.

* Processo noto come curve fitting.
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o Datoun’insieme di dati di n+1 punti (x;,y;) identificare
unafunzione f(x) (lacurva), che siain qualche (ben-
definito) modo il best fit del dati

» Utilizzato per:
Identificare una relazione sottesa (modello/predizione)
Interpolazione (riempimento del vuoti )
Estrapolazione (predizione a di fuori del range dei dati)
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A secondadellaqualita dei dati si possono usare diversi

approcci.
Consideriamo le figure qui sotto: :

v

rapolare e
]
v ° o
i - e o )
o
Buona confidenza nei dati: Non si saquale sialarelazione giusta
c'€ unarelazione polinomiale Chiara dispersionedei dati
~ Pocadispersione dei dati Si vuole trovare un’ espressione

Si vuole trovare un’ espressione che descriva I’ andamentor:

che passi esattamente attraverso tutti i punti minimizzando I errore
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Consideriamo primail caso in cui non vi sono errori nel
dati.
Si haquindi y;=f(x) negli n+1 punti Xo,X;... X, X3: % > X4
(Spesso ma non sempre equispaziati)
In generale, non si conosce la funzione f(x)
Concettualmente, I’ interpolazione consiste di due parti:
Sviluppare una semplice funzione g(x) che
Approssimi f(x)
Passi attraverso tutti i punti x;
Valutare f(x,) dove x, < X, < X,
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E’ chiaro quanto siacrucidelaselezione della
funzione semplice g(x).
| tipi di funzione chein genere s considerano:
Polinomi
Splines
Funzioni trigonometriche (per f periodiche)
Funzioni spettrali (Fourier)
Funzioni razionali
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Si consideri un insieme di n+1 valori y=f(x)
negli n+1 punti Xo,X;.. X, .. X3! % > X4

In generale, dati n+1 punti, esiste un unico
polinomio g, (x) di ordine n:

g,(X) =g +ax+ax +..+ax
che passa attraverso tutti gli n+1 punti.
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Vi € unavarieta di modi per esprimerelo
stesso polinomio: qui consideriamo due casi:
Polinomi interpolanti di Lagrange

Polinomi interpolanti alle differenze divise di
Newton.
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Esistenza — esiste un polinomio che passa
esattamente attraverso gli n punti?

Sl. Lo s dimostra costruendolo.
Unicita — Vi € piu’ di un tale polinomio?
NO. Lo dimostriamo piu’ avanti.
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Polinomi di Lagrange

« Sommadi termini, tale che:
— Slaugualeaf() in
uno del punti assegnati.
— Slauguale a zero in tutti
gli atri punti assegnati.
— Ogni termine € un
polinomio di grado n

Esistenzal!!
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Interpolazione lineare

» Combinazione di due rette:

21/10/2004 12




Approssimazione del secondo ordine =>
polinomi quadratici
Sommandole si ottiene un

polinomio interpolante
quadratico tale che

* P(xo) = "o
< P(x) =1,

« P(x,) =, =
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La somma deve essere un unico
polinomio del secondo ordine che
passa attraverso tutti i punti
assegnati.

Quale puo’ essere
un’implementazione efficiente di
guesto metodo?
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Polinomi di Lagrange

Si € visto che per ogni insieme di n+1 punti esiste un unico polinomio
interpolante di ordine n definito dallaformuladi Lagrange:

n=0= p,(x) = f (%),
X=X
X, -

Usare un algoritmo che esprima direttamente tale formulanon €
efficiente ed inoltre non fornisce alcune stima di errore.
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Esempio: :
+ () %
X X =X

n=1= p,(x) = f (%)

Algoritmo di Neville(metodo recursivo)

Si parte dai polinomi di ordine zero :

s costruisce il polinomio
Dati - che passadax, e x;

con laformula:

g
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Algoritmo di Neville

Tabdla
recursiva
(n=3):

Dove, per esempio;
S22_(X %)Su +(% =X,

06 =%)
N PV
—(Xz_xo){(x XO)K ]f(xz){x2 ]f(x,)}(xz X)K
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Algoritmo di Neville (pseudocodice)

Valori nati (input
real array ()ﬁ )(xm (y| )(xn - Arraysis:iegmmgio’r)lal?
real array (S] )0:n><0:n Valori uscenti (output)

integer i , J N Array bidimensionale
for i=0tondo
Slo < Y

n.b. Laroutine va chiamata per ogni
end for x di cui si vuole calcolare laf(x)

for j=1tondo
for i=jtondo
x —

end for
21/10/2004
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Algoritmo di Neville (pseudocodice)

Valori assegnati (input)
real array ()ﬂ )01“’ (y' )Qn Arrays unidimensionali

real array Valori uscenti (output)
integer | , J N Array unidimensionale !!!!!
for i=0tondo _ _ _
S vy n.b. Laroutine va chiamata per ogni
' x di cui si vuole calcolare laf(x)
end for
for i=1tondo Il loop inverso permette di usare
un array unidimensionale per
i coefficienti S (risparmio memoria)
§. g+ g
- -1
X=X X=X
end for
end for
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Interpolazione di Newton

. Sial’insieme degli n+1 punti dato da y,=f(X) N Xg,X;.. X,-- X0 X, > X
. Poiche’ p,(x) € I unico polinomio p,(X) di ordinen, lo scriviamo come:

. f[x;,x] € unafirst divided difference
. f[X,,X1.Xg] € una second divided difference, ecc.
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L’ ordine dei punti non € rilevante.

Si richiede solo chei punti assegnati siano
distinti.

Quindi, ladifferenzadivisaf[x, X, ... x] €
Invariante per permutazioni delle x.
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Lasemplice interpolazione lineare risulta
dall’ avere solo due punti assegnati, X, € X;

FO)-F00)
e (X=%)

X
pendenza

P(X) = F (%) +

T

Xo Xy

21/10/2004 22

11



| nter polazione quadratica

Per tre punti assegnati (%, (%)), (%, f (), (%, f (x,)):
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Inter polazione di Netwon

» Consideriamo laformuladi recursione:

* Per il termine quadratico:
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Valutazione in XZ
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Esempio: In(X) |

 Interpolazione di In(2) assegnati i valori In(1), In(4) eln(6)
— Punti assegnati: {(1,0), (4,1.3863), (6,1.79176)}
— Interpolazione lineare: 0 + {(1.3863-0)/(4-1)} (x-1) = 0.4621(x-1)
— Interpolazione quadratica: 0.4621(x-1)+((0.40546-1.3863)/2)(x-1)(x-4)
= 0.4621(x-1) - 0.49(x-1)(x-4)

Ssk

otare ladivergenza
per valori esterni a range
dei dati assegnati.

-

Tria
valus

-Ciuadretis astimats
Linaar paticmate ;-

hecl £ o el ot o) o R e e R

=
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L’ interpol azione quadratica coglie un
po’ dellacurvatura.

In qualche modo c’'€' un
miglioramento dei risultati

Non € sempre una buonaidea
aumentare |’ ordine del polinomio
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Unatabelladi differenza-divisa puo’
essere costruita in modo incremental e.

Si consideri, per esempio, lafunzione In(x).

In(x)

0.000000
0.693147
1.098612
1.386294
1.609438
1.791759
1.945910
2.079442

X 0 ~NOON®WN R X

21/10/2004 28
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In(x)

0.000000
0.693147
1.098612
1.386294
1.609438
1.791759
1.945910
2.079442

In(x)

x 0 NOUN®WNR X

21/10/2004

f (%) = F(X)
()§+1_)9)

flii+1 =

b10-b9)/(A10-Ag

29

In(x)

0.000000
0.693147
1.098612
1.386294
1.609438
1.791759
1.945910
2.079442

In(x)

X 0 ~NOON®WN R X

21/10/2004

f{1,1+1]

0.693147
0.405465
0.287682

fli+1i+2]-f[i,i+1]

flii+Li+2] =

0.223144
0.182322
0.154151
0.133531
b10-b9)/(A10-A< c10-c9)/(a10-af]

(%:2=%)

30
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_f[i+i+2i+3] - f[i,i+1i+2]

fi,...,i +3]
(%s=%)
X In(x) f[1,1+1]
1 0.000000
2 0.693147 0.693147
3 1.098612 0.405465 -0.143841
4 1.386294 0.287682 -0.058892 0.028317
5 1.609438 0.223144 -0.032269 0.008874
6 1.791759 0.182322 -0.020411 0.003953
7 1.945910 0.154151 -0.014085 0.002109
8 2.079442 0.133531 -0.010310 0.001259
X In(x) b10-b9)/(A10-A€/c10-c9)/(a10-a8110-d9)/(al0-aT:
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4= fli+d....i+4]-f[i,...,i+3]

iy
ot (Xea=x)

X In(x) 1,1+1]

1 0.000000

2 0.693147 0.693147

3 1.098612 0.405465 -0.143841

4 1.386294 0.287682 -0.058892 0.028317

5 1.609438 0.223144 -0.032269 0.008874  -0.004861

6 1.791759 0.182322 -0.020411 0.003953  -0.001230

7 1.945910 0.154151 -0.014085 0.002109  -0.000461

8 2.079442 0.133531 -0.010310 0.001259  -0.000212

X In(x) b10-b9)/(A10-AE c10-c9)/(a10-a8410-d9)/(al0-a7d10-d9)/(al0-af
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f[i,...,i +5] =

fli+L...,i+5]=f[i,...i+4]

(%5 =%)

X In(x) f[1,1+1]
1 0.000000
2 0.693147 0.693147
3 1.098612 0.405465 -0.143841
4 1.386294 0.287682 -0.058892 0.028317
5 1.609438 0.223144 -0.032269 0.008874 -0.004861
6 1.791759 0.182322 -0.020411 0.003953 -0.001230 0.000726
7 1.945910 0.154151 -0.014085 0.002109 -0.000461 0.000154
8 2.079442 0.133531 -0.010310 0.001259 -0.000212 0.000050
X In(x) b10-b9)/(A10-A€/c10-c9)/(al0-a8110-d9)/(a10-a7d10-d9)/(al0-a€el0-e9)/(al0-ak]
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. fli+1....i+6]-f[i,...,i +5]
f[i,...,i +6] =
(%6 =%)
x In(x) 1,1+1]
1 0.000000
2 0.693147 0.693147
3 1.098612 0.405465 -0.143841
4 1.386294 0.287682 -0.058892 0.028317
5 1.609438 0.223144 -0.032269 0.008874 -0.004861
6 1.791759 0.182322 -0.020411 0.003953 -0.001230 0.000726
7 1.945910 0.154151 -0.014085 0.002109 -0.000461 0.000154  -0.000095
8 2.079442 0.133531 -0.010310 0.001259 -0.000212 0.000050 -0.000017
X In(x) b10-b9)/(A10-AE c10-c9)/(a10-a8410-d9)/(al0-aid10-d9)/(al0-ate10-e9)/(al0-asf10-f9)/(a10-ad|
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i+ 7] = fli+l....i+7]=f[i,....i+6]

(%7 =%)

X In(x) 1[1,1+1] f1,1+1,...,1+7]

1 0.000000

2 0.693147 0.693147

3 1.098612 0.405465 -0.143841

4 1.386294 0.287682 -0.058892 0.028317

5 1.609438 0.223144 -0.032269 0.008874 -0.004861

6 1.791759 0.182322 -0.020411 0.003953 -0.001230 0.000726

7 1.945910 0.154151 -0.014085 0.002109 -0.000461 0.000154  -0.000095

8 2.079442 0.133531 -0.010310 0.001259 -0.000212 0.000050 -0.000017 0.000011

X In(x) b10-b9)/(A10-AE/c10-c9)/(a10-a8110-d9)/(a10-a7d10-d9)/(al0-a€e10-e9)/(al0-atf 10-f9)/(al0-ad (g10-g9)/(al0-a3)
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Aggiungere un nuovo punto, equivale ad
aggiungere un nuovo termine al polinomio
esistente.

X In(x) flI,1+1] flI,1+1,...,1+7]
1.0000000 0.0000000
2.0000000 0.6931472  0.6931472
3.0000000 1.0986123  0.4054651 -0.1438410
4.0000000  1.3862944 0.2876821 -0.0588915 0.0283165
5.0000000  1.6094379 0.2231436 -0.0322693 0.0088741 -0.0048606
6.0000000 1.7917595 0.1823216 -0.0204110 0.0039528 -0.0012303 0.0007261
7.0000000 1.9459101 0.1541507 -0.0140854 0.0021085 -0.0004611 0.0001539 -0.0000954
8.0000000  2.0794415 0.1335314 -0.0103096 0.0012586 -0.0002125 0.0000497 -0.0000174 0.0000111
1.5000000 = 0.4054651 0.2575348 -0.0225461 0.0027192 -0.0004173 0.0000819 -0.0000215 0.0000082 -0.0000058
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Supponiamo esistano due polinomi di grado
n cheinterpolino gli n+1 punti assegnati.

Laloro differenza€’ un nuovo polinomio di
al piu’ grado n.

2 (%) = P, (X) = 4, (X)
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Poiche siap cheqinterpolano gli n+1
punti assegnati,

il polinomio r, haameno n+1 radici!!!

Cio’ € impossibile! Un polinomio di grado
npuo’ averea piu’ nradici. pn(X)=an|i|(x-ri)

n+l

QUI ndl y r(X) = 0 pn+1(X) = a'n+ll_1| (X_ri)

21/10/2004 38
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Errore d interpolazione

+ S definisce errore dell’ interpol azione la funzione:

+ Sef(x) € un polinomio di ordinen, p,(x) € esetto.

+ Altrimenti, poiche’ ¢'€ un uguaglianza perfettain x,,
Xq,.. Xy, lafunzione errore ha almeno n+1 radici nei punti
d’interpolazione:

—

Dastimare
21/10/2004 39

Errored interpolazione

Si dimostra che lafunzione errore puo’ essere
scritta nellaforma seguente:

Notare che I’ errore si annullanei punti assegnati x;

Fissato il termine della derivata n-esima, lafunzione avra
le variazioni piu’ grandi vicino ai bordi. Piu’ grande n e piu’ grandi
le variazioni.

21/10/2004 40
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fix)

E’ sembre una buonaidea usare polinomi di ordine via .c.éa _______________ .

via superiore?

Tendenza del polinomio a “oscillare”

21/10/2004

(i}

£z

Esempio

o Dati daesperimento di scattering di neutroni (9 punti )

Interpolazione con polinomio di ordine 8

— Curvateorica (campionatain 8 punti)

P=-0.1155169514e-12*t"8
+0.9976360564e-10*t"7
-0.3542968868e-7*t"6
+0.6631473745e-5*t"5
-0.6942546193e-3*t"4
+0.3955373764e-1*t"3
-1.093302933*t"2
+11.40713806*t
+10.6

21/10/2004
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iy

%%

\u

—

E{Mev}

0 20 10 50 80 100 120 140 160 180 200

L’ ordine elevato
del polinomio
comporta
oscillazioni
indesiderate.

42
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f(X)=—————
9 1+ 25x?

Tabella : Sei punti equispaziati in[-1,1] -
=1
X 1+25x¢°
-1.0 0.038461
-0.6 0.1
-0.2 0.5
0.2 0.5
0.6 0.1
1.0 0.038461
21/10/2004
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Fiact function

Sl order polvnorial

-1—§775 -0.5 -0.25 0.25 0.5 075 1

-0.2

Figura:Polinomio del quinto ordine vs. funzione esatta

43

£z

—
£yl ng. =

£} ng, =

fl' 115, 5

21/10/2004

-1

Polinomio
di ordine 16

Funzione
originale

N/ | | Polinomio di
- Ordine 4

d— Polinomio di
] ordine 8

a4
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Dati (xo, Yo ) (xl, yl), ...... , (xn,l, yn,l)(x,1 A ) fareunfir lineare dei dati. Questo corrisponde a

connettere dati consecutivi con segmenti.

Figura : Splineslineare

(T2}
(0 )

{22 )

(g Yo

21/10/2004
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0= f(xg) + 00T FOR) h ke
X = Xo

=f(x1)+w(x—xl), X € X< X,
X = %

= f (%) +

M(x— X4)y X g SXSX,

Notare chei termini del tipo
f(x) = f(x.0)

X x Sono semplicemente delle pendenzetra x_, e x
i-1

21/10/2004
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Lavelocita verticaledi unrazzo € datain funzione del tempo
nellaTabellal. Trovarelavelocita at=16 secondi usando le

splines lineari.
t v(t) "
i) (30, 201 57 R
s m/s 750 \
0 0 +
(20, 51?.35]. (22.5,602.87)
10 227.04 500
(13, 362.78),
15 362.78 250 .
(1o, 227.04)
20 517.35
25 602.97 0o 05 10 15 70 iz )
30 901.67
Figura : Dati della velocita’ vs. tempo
per il razzo
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.t 0 00 00—
t, =15, v(t,) =362.78 173, 5 , - T T T T T
t, =20, v(t,) =517.35
v(t,) —v(t - B
v(D) = vit) + L V) ) 7
1 _to Ys
000
_ f(rangg L i
=362.78 +w (t-15)| — , *®
20-15 f(Xusred)
XX »
v(t) =362.78 + 30.913(t —15)
w0k i
At t =16,
v(16) = 362.78 +30.913(16 - 15) P S S
10 12 14 16 18 20 22 24
= 3937 m/s xso—lo X, 1ANGE X esired Xs +10
21/10/2004 48
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Dati (xo, Yo )(xl, yl), ...... , (xn_l, yn_l),(xn Y ) fittarli con splines quadratiche

¥

date da (x4, ¥4
2
f(x) = ax’ +bx+c,, Xo S XS % Fa
2
=a, X" +h,x+c,, X SX< X, L )
ax +hx+g lﬁi) '{t,j‘)
sl
(F22)
ayxt Hhyxto,
2 tra k)
=a x" +b x+c, X1 SX<X

21/10/2004 49
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Poiche' ogni spline quadratica passa attraverso due punti consecutivi
2
aXy +hiXo +¢ = (%) y
(0 72)
fl(X) - a1X12 +hoxg + ¢ = (%)
—ax +hae,
¢ Ty P!
2

axs tBXa*tC =f(Xa)  ariann S
1:i (X) - ) l VI it

ax +bx+c =1f(x) f R

a,xt +hxte,
[

an anlz + bnxnf1 + Cn =f ()%—1)
fn (X) - 2

a,x, +bx, +c =1f(x,)

Questa condizione fornisce 2n equazioni

21/10/2004 50
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Le derivate prime di due splines quadratiche sono continue nei punti interni
Per esempio, laderivatadellaprimaspline

ax’+bx+c, vae 2ax+b - £O(x),

(% 7,)
La derivata della seconda spline /‘
= Slope =Za,x +b,
a,x* +h,x+c, vale 2a,x+b, — ,%(x) R
E le due sono ugudi in x = x, cio€
Hope = 2a;x+ &y //k) )
— )
2a,x +by = 28,5 + b, f () = f @ l o)
- L) =000 7 LT
2a,;x, +b —2a,x, —b, =0 .
U (@) _ @ s _
n.b. Le condizioni di cui sopra f. ()(I) = f.+1 ()(I ), i=1n-1
equivalgono arichiedere: ! !
21/10/2004 51
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Nello stesso modo, negli altri punti interni
r
2a,%, +b, —2a;X, —b; =0 (%, )
/ﬁ_;fa‘ye =2a,x+b,
VY e
2a1Xi +h _2a|+1X| _hﬂ =0 Slope = Zayx+ By P .
33,
J ol
(2}
Slope = Jayx+ by
. oo
2an*lxnfl + bn*l - zan anl - bn = O -

Si hanno quindi (n-1) equazioni. || numero totale di equazioni € (2n) +(n—1) =(3n-1).

n.b. Le condizioni di cui sopra f (€] (Xu) =f @ (Xu) i = 1' n-1
i i i+1 i/

equivalgono arichiedere:

Possiamo assumere che laprima spline sialineare, cioe a, =0 Spline naturale:derivata primanulla

21/10/2004 52
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Si haquindi un totale di 3n equazioni afronte di 3n incognite. Unavoltanote le 3n
costanti si puo’ calcolare lafunzione in ogni punto x usando la splines.

() =ax® +bx+c,

=a,x* +b,x+c,,

— 2
=a,x" +bx+c,,

21/10/2004

XO < X< X1 (T ¥a !
<SX<X,
R PE R R
ax +hx+g lﬁi) ol
L )
(R202)
2
ayxt +hyx e,
Xn—l sX= Xn Eadio)

f;x] +hx+c,

53

Lavelocita verticaledi unrazzo € datain funzione del tempo

nellaTabella Trovarelavelocita at=16 secondi usando le

splines quadratiche.

t v(t)
s m's
0 0
10 227.04
15 362.78
20 517.35
225 602.97
30 901.67

Tabella : Velocita” in
funzione del tempo

21/10/2004

(30, 901 67 l

"
i)

750

(20,51735) (325, 60297)
500 *
(15, 36278),
20 110, z27.041%
(0,0) 05 10 15 20 25 e
Figura : Dati della velocita’ vs. tempo per il razzo

54
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Poiche’ ¢i sono 6 punti, usiamo
cinque splines quadratiche:

v

. ) (30, 901 67"
v(t) =at” +bt+c, 0=<t=<10 750
+
— a2t2 + bzt + Cg, 10 < t < 15 500 (20,51?.35). (22.5, 602.97)
(15, 362.78)
— 2
= + + <t<
agt bt+c, 15=t=<20 0 (o, zz7o4”*
— 2
= + + <t<
attht+c,, 20st<225 55 ARSI AR AR neaee - -
=at’ +ht+c,, 225<t<30
21/10/2004 55
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Costruiamo le equazioni:
1. Ogni spline quadratica passa attraverso due punti consecutivi e quindi
at’ + bt +c, passaattraversot = 0 et = 10,
a,(0)* +by(0)+¢, =0 (1)
a,(10) +b,(10) + ¢, = 227.04 %)
Nello stesso modo
a,(10)° +b,(10) + ¢, = 227.04 ©)
a,(15)° +b,(15) + ¢, = 362.78 )
a;(15)° +b, (15) + ¢, =362.78 5)
a3(20)° +1,(20) +¢; =517.35 )
a,(20)* +b, (20) + ¢, =517.35 @
a,(22.5)° +b,(22.5)+c, =602.97 (8)
as(22.5)% +bs(22.5) + ¢ = 60297  (9)
a5(30)” + b (30) + s =901.67 (10)
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Le splines quadratiche hanno |e derivate prime continue nei punti interni:

(30,901 67"

+
(20, 51?.35). (225, 60297)

(15, 362.78),

(10, 22704

In t=10 Vi)
2a, (10 +b, —2a,(10) —b, =0 (11) -
In t=15 -
23, (15) +b, —2a5(15 —b; =0 (12) 500
Int=20
2020 +h-22,20-b=0 (13
In t=225 [[)

2a,(225)+h, —2a5(225)-h, =0 (14)

E assumendo che la primaspline at’ +ht+g

B0 5 B .

sialineare,
=0 (15)
21/10/2004 57
. IO (00—
[0 01 0 00 0 00 O 0 0 0 o ofa] [ o
00101 0 00 0 00O O O O O O Ofb| |22704
0 00120 101 0 00 0 0 0O 0 0 Ofc| |22704
0 0025151 0 00 0O 0 O O 0 Ofa,| [36278
0 00 0 002511 0 0 0 0 0 Ofb,| |36278
0 00 O O 0400 21 0 0 0 0 0 Ofc,| |51735
0O 00 0 0O O OO 40 2 1 0 0 Ofay| |51735
0 00 0 0O O O 05062 2251 0 0 Oby|=|60297
0 00 0 00 O OO O 0 050625 225 1|c;| |60297
0 00 0 00 O OO O 0O O 90 30 1|a,| |901L67
20 1 0-20-10 0 00 0 0 0 0 0 O0fhb 0
0 00 3 10-3-10 0 0 0 0 0 O0fc 0
0 00 O OO 4 1 0 -4 -10 0 0 O0fas 0
0 00 0 0O O 0O 4 1 0 -4 -1 0|b 0
|1 00 0 00 0 0O O OO0 O 0 Ofc| | O |
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Risolvendo il sistemasi ottengono le 15 costanti

i | a | b | ¢
1 0 22.704 0

2 0.8888 | 4.928 | 88.88
3 -0.1356| 35.66 |-141.61
4 1.6048 | -33.956 | 554.55
5 0.20889| 28.86 |-152.13
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Quindi le splines sono date da:
+0.1 T
v(t) = 22.7041, 0<t<10 O o 1
=0.8888t" +4.928t +88.88, 10<t<15 ok ,
=-0.1356t" +35.66t —141.61, 15<t<20 ol |
y
=1.6048° ~33.956t +554.55 ~20<t<225 fpatsa
o oo J
=0.2088%t° +2886t -152.13  22.5<t<30 ff“*“ﬁ'ﬂ"
At=16 i i
v(16) = -0.1356(16)° +35.66(16) —141.61 = 39424 m/s T 1
11 valore assoluto dell’ errore di approssimazione relativo, | O | yooom °L! ) ) ) ) ) ]
@ 0 5 10 15 20 25 30
|Da| _ ‘394.24—393.7 <1l %-0.08W X 18X desired A+0.08H
394.24
=0.1369%
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e
Trovare |'accelerazione del razzo in t=16s.
a(16) = gtv(t)L:le
La spline quadratica valida in t=16 e’ data da

v(t) = -0.1356t* + 35.66t —141.61, 15<t<20

a(t) = %V(t) = %(—0.135&2 +35.66t —141.61)

a(t) = -0.2712t + 35.66 15<t<20
a(16) = -0.2712(16) + 35.66
=31.321 m/s?
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Spline piu’ utilizzata in quanto permette di avere una curva abbastanza
Regolare (derivate prime e seconde continue agli estremi degli intervalli).

Si approssima laf(x) nel sottointervallo [x;,X,.,] con un polinomio cubico:

f()Lf(x), perx<x<x,, i=0n-1 Scrittein questo modo si vede
1 1 subito chei coefficienti del
f(X)=f +fO(x=x)+=f@(x=x)2+=f@(x—x)%. polinomio sono legati ale
2 6 derivate, prime, seconde e terze
. . dello stesso.
4n incognite
nintervali

Ogni f; deve passare per i due punti | f =y, f =v . i=0n-1 ﬂ. o
xex., del'intervallo =Y i)=Y 10 2n equazioni

Lacontinuita’ delle derivate fi & ()g +]_) =f (Di+1()§+]), fi @ ()§ +1) =f (2)i+1()§+1), =
prime e seconde ai (nodi) € . - ioni
o i=0n-2 2n-2 equazioni
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Lerestanti 2 relazioni si ottengono specificando delle condizioni d
contorno per i punti estremi a=x, e b=x,,

Spline naturale: f@@=0 f?Mb)=0

Valori di f® agli estremi: (@)= T (0)=C

Valori di f@ agli estremi: @)= S S FE(b)=¢c
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O Dati daesperimento di scattering (9 punti ) Interpolazione con polinomio di ordine 8
—— Splinelineare Spline quadratica ——  Splinecubica
Splines
B804 804
60: 60;
4°f 40_' {

20; 1 \\
] 20 ]

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 ] \u\‘\

E(Mev) 2040 60 80 100 120 140 160 180 200
Z1/1U/zuv4 E(Mev}
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Alcune funzioni si approssimano meglio con rapporti di polinomi:

R =) _ B+ px+...pX
Qn(X) Qo +quX+...00X

* Questaforma puo’ modellare funzioni con poli

* R(X) passa attraverso N punti con N=l+m+1

» Formule di ricorrenza del tipo di Neville anche in questo caso
(algoritmo di Bulirsh-Stoer)

Vedi routineratin in Numerical Recipes
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