| ntegrazione numerica

Integrali definiti
Somme superiori ed inferiori
Integrazione 0 sommadi Riemann
Campioni equispaziati
Regole del trapezio
Regole di Simpson
Campioni non equispaziati
Formule di quadratura di Gauss
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Cosarappresentaun i ntegral e?
L f (x)dx = area j j f (x, y)dxdy = volume

Definizione di base di un integrale: EX.)_
$ @]
[0 1 (k= lim” f (x)x @]
a =]
dove A= P2
n
sommadi atezze x bas —| OX |
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« Valutarel'integrale, 1= f(xdx senzacalcolarlo
analiticamente.

* Necessario quando:

— L’integrando € troppo complicato per farlo

analiticamente
Izz+oos(1+f)

v1+0.5x
— L’integrando non € definito daunafunzione mas ha
solo uninsieme, di punti (x,V;),i=1,2,3,...,n

dx
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e L’integrazione € un processo di somma. Tuttele
approssi mazioni numeriche possono essere

rappresentate da N n
L= F09dx=> wf(x)+E
i=1

dovew; sonoi pesi, X, Sono i punti campionéti, e
E. € I'erroredi troncamento

 Valida per ogni funzione che € continua
sull’intervallo chiuso e limitato d' integrazione.
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Laformulapiu’” comune d'integrazione numerica
€ basatasu uninsemedi punti equispaziati.

[ (9ax
Xo
Dividiamo [%,, X,] innintervalli (n>1)

3

L:" f(x)dx=T )+ ] f(x)+...+xf f (%)
Xn-1

X X
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Somme superiori

« Assumiamo che f(X)>0 ovungue.

« Seadl’interno di ogni intervallo, € possibile
determinare il massimo dellafunzione, s

ha: -
- dove
piccolo limite
superiore
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Somme superiori

« Graficamente:

x2
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Assumiamo ancora che f(X)>0 ovungue.

Sein ogni intervalo € possibile

determinare il minimo dellafunzione, si ha:
Tf(x)zzm(xﬂ—x)

dove ’

m =inf{ f(x):% < x<x,.}
Infimo — piu’
grande limite
inferiore
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Graficamente

x0 x1 X2 X3 x4
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Partizioni piu’ fini

* Per unacerta partizione (x,,..,X,) Sl ha

* Pern- oo, s assume che lasommadel limiti
superiori elasommade limiti inferiori
coincidano.

* Questo € vero per molte funzioni che
vengono dette Riemann-integrabili.
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Delimitazione dell’ integrale

» Graficamente

x2
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Delimitazione dell’ integrale

« Suddividendo ogni intervallo:

x5
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Delimitazione dell’ integrale

» Suddividendo un’atravolta

X7
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L e somme superiori ed inferiori sono
Interessanti ma non molto utili.

Riformulano il problemain termini di ricercadi
minimi e massimi (globali) su un intervallo.

Un problemain generale molto piu’ difficile.
L e funzioni monotone forniscono
comungue un semplice esempio (e.g.,
exp(x), tan(x), ...).
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Una funzione monotona crescente ha la
proprieta che f(x)> f(y), per ogni x>y
dell’intervallo.

Una funzione monotona decrescente hala
proprieta’ che f(x)<f(y), per ogni x>y
dell’intervallo.
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L a somma superiore per unafunzione
monotona crescente € quindi
semplicemente lasommadei valori di

destra.
Lasommainferiore usainveceil vaoredi
sinistra.

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 17

Invece di cercareil massimo o il minimo, s
sostituisce f(x) con unafunzione nota e semplice.

In ogni intervallo si approssima f(x) con un
polinomio di grado m.

P(%) =& +ax+ax +.+g X"
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L’ ordine m (dei polinomi) puo’ essere o stesso 0
differente.

X, Xorm, Xo+my+m, X,
Lof(x)dx=j pnl(x)dx+J‘XO+m pmz(x)dx+...+jxn_nh Py, (X)X

X

Scelte diverse di m portano aformule diverse:

m Polinomio  Formula  Errore
1 lineare  Trapezio O(h?)
2 quadratico Simpson1/3 O(h?)
3 cubico Simpson3/8 O(hY)
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E’ il modo piu’ semplice per approssimare |’ area
sottesa daunacurva. Si usaun
(unaretta)

Se s usalaformuladi Newton per |"interpolazione:

)= 1(a)+ BT

Inserendo nell’ integrale:
| = J': f (x)dx = J': p, (x)dx
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10



Regola del trapezio

Regola del trapezio

| =larghezza x altezza media
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Regola del trapezio

* Possibili miglioramenti?

x2
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Errore nella regola del trapezio

« L’errore d integrazione vale:

S o0

« Doveh = b-ae € unpuntoincognito tale
chea < ¢ < b (teoremadel valor medio)

« S haintegrazione esatta selafunzione, f, €
lineare (f"=0)
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Esempio

Integrare - daa=0ab=2

Con laregoladel trapezio si ha:
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Errore stimato:  E, = —% f"(&)h?
Doveh=b-aea<é<b

Non conoscendo ¢ - s usail valor medio
f"(x) = (-2 +4x%)e™* f"(0)=-2

h=2-0=2 f"(2) =0.2564
3 " ]
e g - 2[00 1E_ o
12 2
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ST nterval, mighor nsuttato rerror Lo(h?)]

1Tn=2 “n=3
n=4 n=8
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Regola del trapezio composta

+ Usiamo n+1 punti equispaziati.
« Ogni intervalo ha

+ Suddividendo i limiti d’integrazione ed espandendo:
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Regola del trapezio composta

+ Sostituendo laregola del trapezio per ogni integrale

* d ottienelaformula del trapezio composta:
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Regola del trapezio composta

« Las puo’ vedere come larghezza
moltiplicata per |’ altezza media.

larghezza

Altezzamedia
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Regola del trapezio composta

N.B. Poiche’ ogni punto interno viene contato due volte (condiviso da dueintervalli
contigui) haun peso pari ah mentrei due estremi ae b hanno un peso pari ah/2.

E’ interessante scrivere I’ integrale approssimato come una somma pesata:
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Lastimadell’ errore vale:

. b2

h? -

= 3_
f =(b a) f"

12

12n?

o(h?)

Dove, " € il vaor medio delladerivata
seconda.
Sesi raddoppian, h - h/2eE, - E//4

Notare che |’ errore dipende dalla larghezza
dell’area su cui s integra

03/11/2004

Met. Comp. Fis.
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Integrare: f(x)=0.3+20x-140x +730x° ~810x* + 200X’

da
a=0.2
a
b=0.8

03/11/2004
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Esempio

« Unasingola applicazione dellaregola del
trapezio fornisce:

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 33

Esempio (cont.)

Poiche’ non conosciamo ¢ |’ approssimiamo
con il valor medio di "

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 34
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L’ errore vale quindi:

(b-a)h? ., (b-a)’

= f n = f n
ST 12n?
=- 1 (-1316)(08-02) =237
12
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Il valore esatto dell’integrale € 12.82. Laregoladel trapezio

fornisce 11.26 — con un errore, E, intorno a 12%
T

40
35
30 A
25 A
20 A
15 4
10 4

5 4

0

0 0.2 0.4 0.6 08 1 12
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Usando 3 intervalli

- Usiamo gli intervalli (0.2,0.4),(0.4,0.6),(0.6,0.8):

(n=3,h=02)

Il valore esatto dell’integrale € 12.82

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 37

E, € oracircail 2%
L LT

40

35

30

25

20

15 4

10 4

T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12
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Usando 6 intervalli ...

« Usiamo gli intervalli (0.2,0.3),(0.3,0,4), etc.
~(h=6,h=0.1)

Vaore esatto 12.82
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E, € oraintorno allo 0.5%
L LT

40

35

30

25

20
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erY = e Tsin(d x4l Trapezoldzal Rule
For
Numerical Quadrature

1.5 H
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h = : h
| =—f(@+h) f(a+ih)+ f(b)
2 oy 2
[T
routine trapezio(float func,float a,float b,int n)
float h,sum,s .
int input
Int} func; funzione daintegrare
h& (b-a)/n n: ordine dell’ integrazione
sumé€0 a,b: estremi integrazione
x<a
forj=1ton-1by 1do output
X€X+h s. integrale approssimato
sum<sum-+func(x)
end for
s=0.5* h* (func(a)+func(b))+h* sum
return(s)
03/11/2004 Met. Comp. Fis. 42
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Per migliorare lastimadell’integrale s
possono fare le seguenti cose:
Aggiungere piu’ intervali
Usare un polinomio di ordine superiore

Usare il metodo di estrapolazione di Richardson
per stimareil limite h- 0.

Il metodo del Trapezio + |’ estrapolazione di
Richardson € noto come integrazione di Romberg.

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 43

Se sl hauna stima per un valore di h,

occorre ricalcolare tutto di nuovo per un
valore di h/2?

Partiamo dallaformulaper nintervalli ciascuno di

larghezza h;
Ih:g[f(a)+22f(a+ih)+f(b)} -

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 44
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Aggiungere piu’ intervalli

Se poniamo oran - 2n eh -h/2, laformuladiventa:

Si parladi Regola del trapezio recursiva. nN>1

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 45

Integrali bidimensionali

+ Caso di integrazione bidimensionale.

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 46
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Con laregoladél trapezio s ottiene la
seguente matrice di pesi:

[T [t (222222

(2 | [2 [4 [4 4[4 ]a]2 1 io{on} jo{o.n}
(2 (|2 |4 |4 ]4a]a]a]2] 7 |2 i0[L...,n-2] jO{1n-3
2_ 2 j j j ;‘ ;‘ 2 A=) 2 i0{Ln-13 jO[L...,n-1]
TR RVEYErRYEE 4 i0[L...,n-2] jO[1....,n-2]
1|1 f2]2]2]2]2]1

[t]2]2]2]2]2 1]
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Se s usano | pes dellaregoladel trapezio,
I’errore e ancoradi ordine O(h?).

Tuttaviavi sono ora n? valutazioni della
funzionef.

Si parladi campioni equispaziati su una
regione quadrata.

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 48
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In generale, per k dimensioni, occorre
valutare lafunzione N= n¥ volte e quindi:

o(hz):o(n-Z)zo((nk)-ijzo[N—i]

Seladimensione €' alta, il passaggio h —h/2
richiede un grande lavoro di calcolo.
Vedere piu’ avanti il metodo Monte-Carlo.
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Ricordiamo laformula di Newton-Cotes:
[ (=" p, ()ax+ j::” Py, (X)X ...+ j:nh Py, (X)X

*o *o

m Polinomio  Formula  Errore
1 lineare Trapezio  O(h%)
2 quadratico Simpson 1/3 O(h*)
3 cubico Simpson 3/8 O(h*)

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 50
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Regola 1/3 di Smpson

« Interpoliamo ora con un polinomio di secondo grado
(occorrono in questo caso 3 punti o 2 intervali):

Nellaformadi Lagrange:

Ricordiamo cheingenere: X, =a, X, =b

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 51

Regola 1/3 di Smpson

Richiedendo intervalli equispaziati (x,=xy+h,
X,=Xy+2h) ha

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 52
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Integrando e semplificando:

=q[1ho)+at(x)+ 100 n=222

Polinomio
ol / quadrati co

3 5 7 9 11 13 15

03/11/2004 Met. Comp. Fis.
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LI —
Sesiusaa= x,eb=x, ex; = (bt+a)/2

| =~ (b-a) f(xo)+4f£x1)+ f ()

/

'S :
Altezza media

03/11/2004 Met. Comp. Fis.
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L’ errore per laregola 1/3 di Simpson vale:

__ P @y _b-af 4
=g €) 2880 | € oh’)

h:ﬂ
2

—Se s integraunacubicail valore

che s ottiene € esatto cioe': f@(&)=0
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Come per laregola del trapezio si puo’
suddividerel’intervallo in nintervalli e
applicare laregola 1/3 di Simpson varie
volte.

N.B. Poiche’ sono necessari un numero
dispari di punti (una parabola passa per 3
punti) occorre un numero pari di intervalli.

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 56
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Esempi 0: 9 punti, 4 intervalli

20 +
154
10 4
|
0.5 1 15 2 25 3.5 4 45

5
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Come nellaformula composta del trapezio
suddividiamo I’ integrale in n/2 sotto-integrali:
| = Ixzzf(x)dx+ j:4f(x)dx+...+ J.):" f (x)dx
Sostituiamo la reéola 1/3di Sizmpson per ogni
integrale e raccogliamo i termini comuni:
f(0)+4 3 1(x)+2 5 1(x)+f(x)

| =(b-a) =l - i=2.4,

n+1 punti, un numero dispari

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 58
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Regola 1/3 di simpson composta

Riscriviamola come:

N.B.: i coefficienti dispari ricevono un peso 4, quelli pari un peso 2.

Come per laregoladel trapezio €' interessante scrivere I'integrale

T -
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Simaddl’ errore

L’ errore puo’ essere stimato dallaformula

- e il valor medio della derivata quarta
Ses raddoppian, h - h/l2eE, - E_/16
Nel caso del trapezioera: n,h -~ hi2eE, - E_ /4

Quindi laconvergenza e piu’ veloce con la Simpson !!

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 60
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routine simpson(float func,float afloat b,int n)
float h,s _dispari,s _pari,,s

intj
h& (b-a)/2*n .
S Input
zjd;rslpzr 660 func; funzione daintegrare
fp o by 1 d n: ordine integrazione
orj=lton-1 oy ldo a,b: estremi integrazione
X €& ath* 2% ]
s pari<s_pari+func(x)
end for output
forj=1tonby 1do s: integrale approssimato

x€&ath* (2*%j-1)
s dispari<s_dispari+func(x)

end for
s=h* (func(a)+func(b)+2*s _pari+4*s dispari)/3
return(s)
03/11/2004 Met. Comp. Fis. 61

Esempio

Integrare -daa= Oab=2

con laregola 1/3 di Simpson:

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 62
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Esempio

Stima dell’ errore: -

doveh=b-aea<é<b

Poiche’ non conosco il valoredi £s usail valor
medio:
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Secondo esempio

Integriamo il polinomio:

daa=0ab=0.8

-
Valore esatto: 1.64053334

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 64
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L’ errore vero (essendo noto il valore esatto) vale:
E =1.64053334 -1.36746667 = 0.27306666

Il valore stimato (seil valore esatto dell’ integrale non
e disponibile) vale:

h° )
=——f
E =55 7€)
dovea< é<hbh.
03/11/2004 Met. Comp. Fis. 65
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Calcolando la derivata quarta
f (49)(x) = -21600 + 48000 X

5] 5]
0.4 ¢ )(x,)= - % f “)(0.4)= 0.27306667

Et::Ea:——
) /

Punto medio dell’intervallo di integrazione

Accordo abbastanza buono con il vero errore!!

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 66
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Esempio(cont)

Se s usano 4 segmenti invecedi 22— -
x=[0.0 0.2 0.4 0.6 0.]

f(0)=0.2 f(0.2) =1.288 f(0.4) = 2.456
f (0.6) = 3.464 f (0.8) = 0.232

Valore esatto: 1.64053334

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 67

Errore

L’ errore vero (se € noto il valore esatto di 1) vale:

E =1.64053334-1.6234667 = 0.01706667

L’ errore stimato (se non € noto il valore esatto) vale:

Punto medio
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Come’ chel’errorereale € duevolte quello
stimato?
Ricordiamo che:

f(“Y(x) = -21600 + 48000 x

xD[oos]{|f(4)(x)|}_|f(4)(0)| -21600

f((0.4)|= 2400

03/11/2004 Met. Comp. Fis.
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Piu’ chelastima possiamo considerare il
valore assoluto dell’ errore:

‘ _0.2

T 90
Cingue volte quello reale maameno s €
piu’ sicuri.

£ (0)|=0.0768

03/11/2004 Met. Comp. Fis.
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tr¥ o= e Fain(8x®%) £ 1 Simpson's Rule
For
Numerical CQuadrature

1.5

0.8 1 L5 z

03/11/2004 Met. Comp. Fis.
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L[ 00 {00 {00
Laregola 1/3 di Simpson usa un polinomio di
ordine 2

Habisogno di 3 punti (2 intervalli)
Occorre un numero pari di intervalli.

E seil numero di intervalli € dispari ?

Due scelte possibili:
O usare la Simpson 1/3 su tutti i segmenti eccetto
I"ultimo (o il primo), ed usare laregoladel trapezio
sul segmento rimasto.

Si avra un errore piu’ grande sul segmento dove s usala
regola del trapezio.

.... Ousarelaregola 3/8 di Simpson

03/11/2004 Met. Comp. Fis.
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Laregola 3/8 di Simpson usa un polinomio di
ordine 3
Necessitadi 3 intervalli (4 punti)

f(X) = ps(X) = 8, +ax+a,x* +a,x°

1= “f (x)dx = j: p,(x)dx

Xo

03/11/2004 Met. Comp. Fis.
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| coefficienti a s determinano con laformadi
Lagrange del polinomio
Per punti equispaziati si avra':

| =gh[f(x0)+3(xl)+3f(x2)+ f(x,)]

dove: h= b-a
3

03/11/2004 Met. Comp. Fis.
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E’ dello stesso ordine dellaregola 1/3.
Piu’ valutazioni dellaf.
Lalarghezzadell’intervallo, h, € piu’ piccola.
3

—_ 2 554 4
1) O(h')

| ntegra esattamente una cubica:
- £@()=0

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 75

er¥ = e Tsin(s x¥Y 41 Simpson's 3/8 Rule
For
Numerical Quadrature

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 76
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Leregole 1/3 e 3/8 di Simpson hanno |o stesso
ordine di errore O(h%)

Laregoladd trapezio haerrore di ordine O(h?)
Laregola 1/3 di Simposn richiede un numero
pari di segmenti.

Laregola 3/8 di Simpson richiede multipli di tre
segmenti.
Entrambi i metodi richiedono punti equispaziati.

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 77

n =10 punti = 9 intervalli
Primi 6 intervalli - Simpson 1/3
Ultimi 3 intervalli - Simpson 3/8

Simpson’s 1/3

Simpson 3/8

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 78
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Errore d'integrazione e di arrotondamento

Si € visto chegli errori sugli algoritmi d’integrazione sono:

Assumiamo che dopo n passi I’ errore relativo di arrotondamento sia di tipo

aleatorio e dellaforma -

dove . € laprecisione della macchina
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Errore d’ integrazione e di arrotondamento

Vogliamo determinareil valore di n che minimizzal’ errore totale

Supponiamo che cio’ s verifichi quando | due errori sono uguali;

Supponiamo per semplicita’ che
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Errore d’ integrazione e di arrotondamento
1 OO

Per laregolade trapezio si haquindi:

Quindi, a seconda della precisione usata si hanno, per
laregola del trapezio, i seguenti valori:

==

03/11/2004 Met. Comp. Fis.

Errore d' integrazione e di arrotondamento
LT D

Per laregola 1/3 di Simpson si hainvece:

Quindi, a seconda della precisione usata si hanno, per
laregola 1/3 di Simpson, i seguenti valori:

-, -

03/11/2004 Met. Comp. Fis.
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L’ idea€ di valutarelafunzionein certi punti, e
di sommare con dei pesi appropriati, in modo da
ottenere un integrale piu’ accurato.

| punti valutati ed i pesi sono pre-calcolati e
Immagazzinati in unatabella

Laformulabase vale:

= f 0= 6 7 (%)

dove:

c : fattori peso
x; : Punti campionati scelti in manieraottimale

03/11/2004 Met. Comp. Fis.
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L[ J0C IO —
Notaches integratra—lel

Per intervalli generici, si usaun cambio di
variabile per ricondursi al’intervallo [-1, 1]

E’ una semplice trasformazione lineare tale che,
er tl[ab] e
P [a,b] I: f ()t

s avra per xU[-1,1]:

_(b-a)x+b+a _2t-b-a
= —_ X=—
2 b-a

t

03/11/2004 Met. Comp. Fis.
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Quadratura gaussiana

s Int=b=>x=1

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 85

Quadratura Gaussiana

« Laformulabasee€’:

* Pern=2, s ha

S hanno quindi 4 incognite: c,, C,, X;, €%,
— Due pesi incogniti (c,, C,)
— Due punti di campionamento incogniti (X, X,)
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Quadratura Gaussiana

« Consideriamo in particolare gli integrali di questi
semplici polinomi:
— Costante
- (=1
— Lineare
o f(x)=x
— Quadratica
o f(x)=x?
— Cubica
o f(x)=x3
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Quadratura Gaussiana

* Ricordando Iaformula_'_

— Costante
- f(x)=1
— Lineare
o f(x)=x
— Quadratica
o f(X)=x2
— Cubica
o f(x)=x3
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Quadratura Gaussiana

Seorarisolviamo le4 equazioni perle4
Incognite otteniamo:
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Quadratura Gaussiana

» Questo conduce allaformula di Gauss-
L egendr e a due punti
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Quadratura Gaussiana

- Essa€ esatta per tutti i polinomi sino a
quelli di grado 3 inclusi.
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Quadratura Gaussiana

f(x)

f(-0577)
D f(0.577)
! ! .y
-1 -0.577 0577 1
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Esempio

* Integraref(x) daa=0ab=0.8

« Occorre primapassare da [0, 0.8] a[-1, 1]

-

03/11/2004 Met. Comp. Fis. 93

Esempio (cont.)

« Inserendo laformaesplicitadellaf si ha

e sostituendo laformula a 2-punti:

Valore esatto: 1.64053334
03/11/2004 Met. Comp. Fis. 94

47



Quadratura Gaussiana di ordine superiore

* Ricordiamo ancoralaformuladi base:

* E consideriamo il caso n=3.

+ Orasi hanno 6 incognite: c;, C,, C3,X;, X5, € X3

— 3 pesi incogniti (c;, C,, Cy)
— 3 punti incogniti di campionamento (X, X, , X3)
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Usiamo 6 equazioni - costante, lineare, quadratica, cubica,
4t grado e 5t grado per trovare i valori incogpniti:
e o+
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Quadratura Gaussiana di ordine 3

+ Risolvendo le 6 equazioni si ottiene:

« Cheproduce laformulaa3 iunti di Gauss-Legendre

— Formula esatta per polinomi sino a grado 5
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Quadratura Gaussiana di ordine 3
1 e

A

f(-0.775)

10 f(0.775)

y
X

-0.775 0.775
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Esempio

Integraredaa=0ab=0.8
Passiamo primada [0, 0.8] a[-1, 1]
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Esempio (cont)

+ Usando laformulaa 3 punti di Gauss-Legendre:

nell’ equazione trasformata, s ottiene:

Il valore esatto € 1.64053334
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FrY o= e ¥sin(B ) 41 Gauss-Legendre Rule
For
MNumerical Quadrature
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o
In generale, per il calcolo dell’integrale:

=] Fax= D T (x)

Si possono sviluppare formule di Gauss-Legendre di

ordine superiori (ad n punti):
I =c,f(x)+c,fx)+..+c f(x)

E tali formule saranno esatte per polinomi sino
al’ordine 2n-1.
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Nel caso generde s puo’

mostrare che gli n punti X
dausare

corrispondono aleradici del
Polinomio di Legendre di ordine n:

x  radici di P,(x)

2
G = . >
1-x2)[P(x)]

03/11/2004

Pa(X)

1

X

(1/2)(3x2-1)

(1/2)(5x3-3x%)
(1/8)(35x4-30x2+3)
(1/8)(63x>-70x3+15x)

6 |(1/16)(231x6-315x4+105x2-5)

G IWINFL|O|>S
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n 2 3
Ci 1.0 0.5555555556
1.0 0.8888888889
0.5555555556

—05773502692 —0.7745966692
X 05773502692  0.0000000000
! 0.7745966692

03/11/2004

4 5 6

0.3478548451 0.2369268850 0.1713245
0.6521451549 0.4786286705 0.3607616
0.6521451549 0.5688888889 0.4679139
0.3478548451 0.4786286705 0.4679139
0.2369268850 0.3607616

0.1713245

-08611363116 -09061798459 -0932469514
—03399810436 —05384693101 —0.661209386

0.3399810436 0.0000000000  —0.238619186
08611363116 05384693101 0.238619186
09061798459 0.661209386
_ 0932469514
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Il problema d’ integrazione nel caso di quadratura Gaussiana si puo’
esprimerein unamanierapiu’ generale introducendo una funzione
peso W ndll’ integrando e permettendo un intervallo d'integrazione
diverso da[-1,1]:

_TW (x) f (x)dx

Per a=-1,b=1 e W(x)=1 siamo nel caso
trattato prima (Gauss-Legendre)
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Intervallo | W(X) Polinomi | Nome
Pn(X) Algoritmo
[-1,1] 1 Legendre |Gauss
Legendre
[-1,1] 1 Chebyshev | Gauss-
N Chebyshev
L Laguerre | Gauss-
[0, ) = Laguerre
(-0 , ) ¥ Hermite Gauss_-
Hermite
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Richiede la valutazione dellafunzionein
punti non-equispaziati
Non € appropriato per casi dove non € notala
funzione

Non appropriato per trattare problemi con dati
tabulati provenienti per esempio da esperimenti.

Molto efficiente se lafunzione integranda €
nota
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