Fisica Teorica (Parte B): Prova scritta di esonero del 17/9/2014

Si consideri un sistema quantistico con spettro discreto, indicando con |¢,) (n = 0,1,2...) una
base ortonormale di autostati dell’Hamiltoniano H e con E,, i rispettivi autovalori.

(a) Si enunci e si dimostri, nel caso in esame, il teorema su cui si fonda il metodo variazionale. Ci
si limiti a quanto richiesto, senza illustrare il metodo variazionale.

(b) Si spieghi perché di solito la stima _variazionale E per 'energia Fy dello stato fondamentale
¢ piu accurata della stima variazionale |¢)) del corrispondente vettore di stato |1)g).

2.

Si consideri un sistema quantistico soggetto ad una perturbazione V() diversa da zero soltanto
nell’intervallo temporale [0,7], e continuaint =0et=1T.

(a) Siscriva (senza derivarla) I’espressione per la probabilita P;_,, di trovare il sistema nell’autostato
imperturbato |n) di energia E, al tempo t = T, se esso si trovava nell’autostato imperturbato |)
al tempo ¢t = 0, al primo ordine nell’espansione perturbativa.

(b) Si dimostri (integrando per parti) che tale probabilita € anche data da
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ot d
Py = Ay / dt etwnil = (n|V(t)|7)
) dt

determinando A,; in funzione dei dati del problema.

(c) Posto

0 per t<0
(2t/T) W per 0<t<T/2
2—=2t/T)W per T/2<t<T
0 per T <t

V(t) =

dove W & un operatore indipendente dal tempo, si calcoli P;_,, in termini dell’elemento di matrice
Wi = (n|W|i) e di funzioni trigonometriche, semplificando quanto piu possibile.

(...continua alla pagina seguente ... )



3.

Una particella di carica ¢ nel potenziale V(Z) & anche soggetta all’azione di un debole campo
magnetico uniforme e costante B, per cui ’Hamiltoniano totale risultante ¢ dato da
o= [ 1A v
- 2m c

(a) Si determini per quale valore della costante A & lecito scrivere
A=)\XxB
Va riportata la derivazione (accettata anche in componenti anziché in notazione vettoriale).

(b) Introdotta la visuale di interazione, con Hamiltoniano ‘libero’ dato da

]32 .
Hy=— X
0 2m+v( )

si derivino le equazioni del moto per X;(t) e Pr(t) in visuale di interazione.

4.

Sia data ’equazione di Dirac libera (i4*0,—m)y = 0 ({v*,7"} = 29", " = diag(+1,-1,—1,—1)).

(a) Posto 7° = B e ' = Bal (i = 1,2,3), si scriva quanto valgono {a?,a?}, {a*, 8} e 5% la
dimostrazione non é richiesta.

(b) Si mostri che I'equazione di Dirac libera si puo riscrivere nella forma i9;¢ = H 1) e si de-
termini H in funzione di &, § e p = —i V: vanno riportati i passaggi significativi della derivazione.

Si assuma ora, con ® e X spinori di Pauli dipendenti da Z e ¢ e con & matrici di Pauli, che:
; d I 0 0 & 0 I
_ _—imt _ 2 = 5 2
e (x) o8 ) = (E) (R d)

(c) Si determinino le equazioni del moto per ® e X, nella forma i,® = ... e i0;X = ..., senza
approssimagzioni.

(d) Si risolva ’equazione per X nel limite non-relativistico, illustrando 1’approssimazione.

(e) Si risolva ’equazione per ® nella medesima approssimazione, e la si confronti con I'equazione
di Schrodinger libera.

(f) Sempre nel limite non-relativistico, si esprimano i bilineari 17 e 1¥y%y%¢ in termini dei
soli spinori a due componenti X e X, tenendo solo il termine dominante in ciascun risultato.



Soluzioni
1.

(a) Il teorema afferma che il valore di aspettazione dell’Hamiltoniano H in uno stato qualsiasi rapp-
resentato dal vettore |¢)) & sempre maggiore della o eguale alla energia Ey dello stato fondamentale:

(WIH[Y)
O > Ey (V[¢) € H)

Infatti, posto [¢) = 3", ¢ [tn), con H|n) = Ep|thn) € (Ym|tn) = Nmn, avremo ([y) = > |cm|?
e (Y H|Y) =3, Enlcn]?, da cui

<¢\HW> _ Ep ZnEn‘CnP EOZ |Cn|
(W) Smleml? T X leml?

(b) Indicati con [¢)) e E le stime variazionali dello stato fondamentale |1)o) e del corrispondente
autovalore FEj, rispettivamente, non e restrittivo scrivere

= Ey

[¥) = [4o) +e€ [¥1) lef <1 (Yoltho) = (olr) =1 (Yoltpr) =0
dove H|vg) = Eq |pg). Allora, osservato che (1|¢) = 1 + €2:

WIH[P) _ (ol + e (WL H](|tho) +€ 1))
(Plv) L+e

ovvero, posto E| = (¢ |H|Y, ),

E

E0+62 E|

E =
1+ €2

= Eo+ € (BL— Ey) +

Dunque se la differenza tra I'autostato stimato [¢)) e quello esatto |¢) & di ordine e, allora la

differenza tra ’autovalore stimato E e quello esatto Ey ¢ di ordine €2.
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(c) Utilizzando la formula del punto (b), ed osservando che

0 per t<0
d W) @Q/T) Wy per 0<t<T/2
dt IV (©)li) = —(2/TYWy; per T/2<t<T
0 per T <t
avremo
T 4 2 Wi /2 . T ,
/ dt e'“mit — (n|V(t)]i) = / dt etenit —/ dt e'“mit| =
0 dt T 0 T/2
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(a) In componenti:
B; = €1, 0j Ak, = €ij1; O (X €gim X1 Bin) = X €y €kim (05 X1) By = X €4 €gim 051 By =

1
:Aﬁijkfkijm = _)\EijkfjkmBm = _2)\5imBm: _2)\Bi = A= —5
Gli studenti familiari con il calcolo vettoriale potevano arrivare al risultato ricordando la relazione

-,

Vx(@xb)y=a(V-b)—b(V-a)+®-V)a—(a-V)b
che applicata a @ = X ¢ b= B fornisce

Vx A=AV x (X xB)=A-B(V-X)+(B-V)X]=X-3+1)B=—-2\B

(b) Prendendo tutti gli operatori in visuale di interazione, ed esplicitando 'indice spaziale i = 1,2, 3:

dovin . breg ot i oyt i pj N AT A_Pi
%X(t)— h[X,H[)]— th[X,P]— th[X’P](QPJ)_ —mh(zhé )P]—m
d . i i - i S i , . o
2 opi — __[pt — __[pt — _[pt 7 : — (s 7] : — _\¢
S P(t) = — [P Ho) =~ [PLV(R)] = — [P, XV ()] = — (~ihd') V;(X)) = ~VI(X)
Oovvero



{a',ad} =26V 14 {a',B} =0 B2 =1

0=(i7"0 +iv' 0 —m)p=(iBO+iBa-V—-mp = 0=(id+ida - V—LBmu
= 0= (—ia-V+Bmyp=(@-p+pmyp =  H=a j+
(c)

Zatw:(d‘ﬁ+18m)¢ = 10 [e_imt(;{;)}:e—imt(&mﬁ ‘ij) <;};)

iP=5FX i X =670 2mX

(d) L’approssimazione non-relativistica nell’equazione per X consiste nel trascurare il termine i9; X
(associabile all’energia cinetica non-relativistica) rispetto al termine 2m X (associabile all’energia
di riposo), ed in tale approssimazione si ottiene

g-p

X>~—&
2m

(e) Sostituendo il risultato precedente nell’equazione per ® si ottiene

S 2 2
z’&:(l):(g P g0 4
2m m

che e proprio ’equazione di Schrédinger libera per lo spinore non-relativistico ® a due componenti.
(f) In realtd la domanda che volevo porre era di esprimere i bilineari in funzione di ® e ®f, non di

X e X, un refuso ha reso 'esercizio leggermente pit difficile ma ho tenuto conto di questo nella
valutazione. Osserviamo che (¢ -p)~! = (¢ - p)/p 2. Infatti (¢-p)(¢-p)/p 2 =p2/p?=1. Allora

@:Lmj'ﬁx of = xT L”f:'ﬁ
P p

Conviene comunque esprimere prima i bilineari in termini di ® e ®f, per poi identificare i termini
dominanti e infine passare a X e XT:
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