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46.

Con ovvio significato dei simboli nei passaggi intermedi, e sfruttando l’algebra di Dirac:

[[γµ, γν ], γρ] = µνρ− νµρ− ρµν + ρνµ

= (µνρ+ µρν) + (−νµρ− νρµ) + (−ρµν − µρν) + (ρνµ+ νρµ) = 4(γµηνρ − γνηµρ) ,

da cui segue il risultato intermedio

[Σµν , γρ] = i (γµηνρ − γνηµρ) .

A questo punto, con tecnica simile:

[Σµν , [γρ, γσ]] = [Σµν , γρ]γσ + γρ[Σµν , γσ]− [Σµν , γσ]γρ − γσ[Σµν , γρ] = . . . ,

da cui, sfruttando il il risultato intermedio, segue subito il risultato cercato.

47.

(
γ0
)2

=
{γ0, γ0}

2
= η00 = +1 ,

(
γi
)2

=
{γi, γi}

2
= ηii = −1 , (i = 1, 2, 3) .

Scegliendo per comodità un indice spaziale i 6= µ, e sfruttando l’algebra di Dirac e le proprietà
cicliche della traccia:

tr γµ = −tr [γµ(γi)2] = −tr [γµγiγi] = +tr [γiγµγi] = +tr [(γi)2γµ] = −tr γµ ⇒ tr γµ = 0 ,(
γ5
)2

= (−i) γ0 γ1 γ2 γ3 (−i) γ0 γ1 γ2 γ3 =

−γ0 γ1 γ2 γ3 γ0 γ1 γ2 γ3 = γ1 γ2 γ3 γ1 γ2 γ3 = −γ1 γ2 γ1 γ2 = −(γ1)2 = 1 ,{
γ5 , γµ

}
= (−i)

{
γ0 γ1 γ2 γ3 , γµ

}
= (−i)(γ0 γ1 γ2 γ3 γµ + γµ γ0 γ1 γ2 γ3) =

(−i)(γ0 γ1 γ2 γ3 γµ − γ0 γ1 γ2 γ3 γµ) = 0 .



48.

Nel caso a massa nulla (m = 0) abbiamo l’invarianza per due fattori U(1) indipendenti:

ψ′L = e−iαL ψL , ψ′R = e−iαR ψR .

Ricordando la decomposizione di L:

L = i ψ̄Lγ
µ∂µψL + i ψ̄Rγ

µ∂µψR

e la forma delle variazioni infinitesime corrispondenti alle due trasformazioni U(1):

U(1)L : δψL = −iαL ψL , δψR = 0 ,

U(1)R : δψL = 0 , δψR = −iαR ψR ,

si trova

jµL =
∂L

∂(∂µψL)

(δψL
αL

)
= i ψ̄Lγ

µ(−iψL)

= ψ̄Lγ
µψL =

1

2
ψ̄γµ(1 + γ5)ψ ,

e analogamente

jµR = ψ̄Rγ
µψR =

1

2
ψ̄γµ(1− γ5)ψ .

Dunque

jµV = jµR + jµL = ψ̄γµψ ,

jµA = jµR − j
µ
L = ψ̄γµγ5ψ .

jµV è conservata sempre (∂µj
µ
V = 0), mentre jµA è conservata se m = 0, altrimenti l’equazione di

Dirac implica che

∂µj
µ
A = (∂µψ̄)γµγ5ψ + ψ̄γµγ5(∂µψ)

= im ψ̄γ5ψ + im ψ̄γ5ψ

= 2 im ψ̄γ5ψ . (1)

49.

Il trasformato di Lorentz della corrente jµ(x) è

jµ′(x′) = ψ̄′(x′)γµψ′(x′) = ψ̄(x)S(Λ)−1γµS(Λ)ψ(x) ,

dove abbiamo usato la legge di trasformazione per uno spinore di Dirac: ψ′(x′) = S(Λ)ψ(x).
Da S(Λ)γνS(Λ)−1 = γµΛµ

ν segue γν = S(Λ)−1γµS(Λ) Λµ
ν e dunque Λρνγ

ν = S(Λ)−1γρS(Λ),
da cui infine

jµ′(x′) = Λµν j
ν(x) .



50.

L’hermitiano coniugato della Lagrangiana di Dirac è (se m ∈ R):

L† =
[
ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ

]†
= −i∂µψ†γµ†γ0ψ −mψ†γ0ψ

= −i∂µψ̄γµψ −mψ̄ψ

= ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ − i∂µ(ψ̄γµψ) .

Dunque L† 6= L, mentre per l’azione si ha∫
d4xL† =

∫
d4xL − i

∫
d4x ∂µ(ψ̄γµψ) =

∫
d4xL ,

dove l’ultima uguaglianza è giustificata dall’ipotesi che i campi si annullino all’infinito con suf-
ficiente rapidità.


