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51.

Sottintendendo per semplicità l’indice α = 1, 2:

(k/−m)u(~k) ∝ (k/−m) (k/+m)u = (k2 −m2)u = 0

(k/+m) v(~k) ∝ (k/+m) (k/−m) v = (k2 −m2) v = 0

lim
~k→0

u(~k) =
1 + γ0

2
u = u lim

~k→0
v(~k) =

1− γ0

2
v = v

Inoltre
u(1) = u(1) †γ0 = (1, 0, 0, 0) u(2) = u(2) †γ0 = (0, 1, 0, 0)

v(1) = v(1) †γ0 = (0, 0,−1, 0) v(2) = v(2) †γ0 = (0, 0, 0,−1)

e, sottintendendo ancora per semplicità l’indice α = 1, 2:

u(~k) = u†
(k/+m)†γ0√
2m(m+ ω~k)

= u
(k/+m)√

2m(m+ ω~k)

v(~k) = v†
(−k/+m)†γ0√

2m(m+ ω~k)
= v

(−k/+m)√
2m(m+ ω~k)

52.

Nei primi quattro casi abbiamo a che fare con uno scalare di Lorentz, dunque possiamo effettuare
il calcolo nel sistema di riferimento di riposo, ~k = 0, in cui il risultato è evidente noti i risultati
dell’esercizio precedente. Nel quinto caso possiamo scrivere, ricordando che (k/ − m)u = (k/
+m) v = 0 e u (k/−m) = v (k/+m) = 0:

u(α) †(~k) u(β)(~k) = u(α)(~k) γ0 u(β)(~k) = u(α)(~k)
{k/, γ0}

2m
u(β)(~k) = u(α)(~k)

2ω~k
2m

u(β)(~k) =
ω~k
m
δαβ

v(α) †(~k) v(β)(~k) = v(α)(~k) γ0 v(β)(~k) = −v(α)(~k)
{k/, γ0}

2m
v(β)(~k) = −v(α)(~k)

2ω~k
2m

v(β)(~k) =
ω~k
m
δαβ



53.

Da
γ5 PL = PL γ

5 , γ5 PR = PR γ
5 , γµ PL = PR γ

µ , γµ PR = PL γ
µ ,

segue
ψγµγ5ψ = ψLγ

µγ5ψL + ψRγ
µγ5ψR .

54.

Per ~k = 0 ed in rappresentazione di Dirac

u(1)u(1) + u(2)u(2) =


1
0
0
0

 (1 0 0 0) +


0
1
0
0

 (0 1 0 0) =

(
I2 02
02 02

)
=

1 + γ0

2
= Λ+(~0)

v(1)v(1)+v(2)v(2) =


0
0
1
0

 (0 0 − 1 0)+


0
0
0
1

 (0 0 0 − 1) =

(
02 02
02 −I2

)
=
γ0 − 1

2
= −Λ−(~0)

Inoltre, per ~k 6= 0 e k0 = ω~k:

(k/+m) γ0 (k/+m) = (k/+m) (γ0 γµkµ + γ0m) = (k/+m) (2η0µkµ − γµ γ0kµ + γ0m) =

= (k/+m) (2ω~k − k/ γ
0 + γ0m) = 2ω~k (k/+m)− (k/+m)(k/−m)γ0 = 2ω~k (k/+m)

e analogamente per l’altra identità con tutti segni meno. Allora:

2∑
α=1

u(α)(~k)u(α)(~k) =
1

2m(ω~k +m)

2∑
α=1

(k/+m)u(α) u(α) (k/+m) =

=
(k/+m) 1+γ0

2 (k/+m)

2m(ω~k +m)
=
m (k/+m) + ω~k (k/+m)

2m(ω~k +m)
=
k/+m

2m
= Λ+(~k)

e analogamente per la seconda identità.

55.

Nel limite m = 0 avremo /ku(~k) = /kv(~k) = 0, dunque /kψ(~k) = 0. Si osservi che:

γ5γ0/k = γ5k0 − γ5γ0~γ · ~k = γ5 |~k|+ 2~k · ~S .

Allora, sottintendendo l’azione su ψ(~k):

γ5 = −2~k · ~S
|~k|

⇒ 1± γ5

2
=

1

2

(
1∓ 2~k · ~S

|~k|

)
,

ovvero chiralità L (R) ed elicità −1/2 (+1/2) coincidono.


