Soluzioni degli esercizi del foglio n.5 — a.a. 2013-4

21.

Tenendo conto delle condizioni al contorno 1(0) = ¥ (a) = 0, la formula generale dell’approssi-
mazione WKB nella regione classicamente permessa fornisce:

/Oii:cp(x) =nmh p(z) = \/2m[E — V (z)] (n=1,2,...)

Nel caso in esame:

O<az<o: p(z)

5 2m(E — Vo) %<:1;<a: p(z) = V2mE

da cui
a a/2 /
0 0

e, ricordando l'esspressione di E0 e quadrando ripetutamente:

2/ En(E, — V) =4E° —2E, + Vi = 16(E%)* 4+ V@ —16E°E, +8E V=0 =

TR RNAY
2E9 16 \ EY

Ve Vi
_ g0, Y0 _
=FE,=F + +16E0

Ricordato che 1 (x) = \/2/a sin(nmx/a) e trattando il gradino come una perturbazione, la
teoria delle perturbazioni al primo ordine fornisce £, = E° + AE,, con

a/2 a/2
AE, = (W2AV[¢Y) = / algr;g sin? <Ha:> Vo = 2V0/ dz sin® <Ha:> = 2o a = Yo
0 a 0

a a a

L’ulteriore termine correttivo ottenuto con l'approssimazione WKB va a zero per Vo < E9
ovvero, dal momento che EY o« n?, per n — co.

22.

(a) Con I'ansatz del testo per la funzione d’onda, 9 (x) = exp[i f(z)], 'equazione di Schrédinger
indipendente dal tempo, 1" = —(p?/h?) 1, fornisce, dopo aver diviso per ¥ e moltiplicato per
h:

inf"—(f")? =-p’

(b) Inserendo ’espansione di f in serie di potenze di & data nel testo, otteniamo:

PR +nf+R 4+ )= (fo+Rfi+R2f+..)°=—p°



ovvero, eguagliando i coefficienti delle diverse potenze di A:
R (fo)=v",  h: o difg=2ff, B ifl =2ff+ ()

(c) Nell’ipotesi p? > 0 (regione classicamente permessa):

fo=%p = fozi/dxp(x) & fo =+

ip i
=2fof1 & fo=+p (fi=x) = f{=§% = fi = logp+ cost
da cui, indicata con C' = e® un’opportuna costante
P = e%f = e% (fot+h fit+.) — ei%fdffp(z)*%l()g p(z)+K _ —e hfdffp P %eK — L ei%fda:p(:p)

p(z)

23.

Usando 'equazione ricordata nel testo dell’esercizio:
1 [* 1 2a —da om(Vo—E)
T=3 dz |p(x)| = < dac\/QmVO— \/2m(V0—E) = T~e n 0
x1 0

La soluzione esatta del problema (un esercizio standard dei corsi introduttivi di Meccanica
Quantistica, ricordato in Appendice) &

1

T —
V2 .
1 + WS_E,) Slnh2 Y

L’approssimazione WKB assume che la probabilita di tunneling sia piccola, ovvero che « sia
grande. In tal caso, sinhy = (1/2)(e¥ — e™7) ~ (1/2)e” e sinh? vy ~ (1/4)e??, cosicché il risulato

esatto si riduce a
T~ 1 ~ [16E(V0 — E)} e
e 2y

V2 V2
L+ o= m 0

1l coefficiente entro parentesi quadre e di ordine uno, e la dipendenza dominante da E & contenuta
nel fattore esponenziale: in questo senso si recupera il risultato WKB T ~ e~27.

Appendice. Ricordiamo come si risolve esattamente il problema. Scegliamo 'origine dell’asse
z in modo tale che la barriera si estenda da © = —a a * = 4+a. Per E < V), la forma generale
della funzione d’onda sara:

Aeikm 4 Be—ika: (l, < —CL)
2mE 2m(Vy — FE
W@)={ Ce 4 D™ (ca<z<a) k:\/? HZWH(J)
Fethe (x > a)
Imponendo la continuita di v e di ¢/ in @ = —a si ottengono le due equazioni:

Ae—ika + Beika = (Ce [ 4 Deho Zk‘(A e—ika . Beika) — K,(C eRa _ Demz)



da cui (tenendo conto che B non ci serve per il calcolo di T')

2 Ae~ihe — (1 _ %) Ce"a 4 (1 + z%) Der

La continuita di ¥ e di ¢/ in = a fornisce invece, rispettivamente
Ce™ + De " = Feika K(Ce™ — De ") = ik Fe'™®

da cui

20" = (1 + zk> Fetka 2De " = (1 - zk) Fetka
K K

Mettendo tutto assieme troviamo

) Fetka 2 _ k2
9 Ae"tka — 62 |:2 (e—2na + esz) +Z(K = ) (62511 B e—2mz):| _
. 2_ 1.2
=...=2F¢"*a |:COSh(2!ia) + z(nzkk) sinh(ZKa)]
K
da cui
A2 2 1.2)2 2 _ 1.2)2
7! = ;F}Q = |:COSh2(2K,a) + W sinhQ(ZRa)] =1+ [1 + W] sinh?(2ka)
Osservato che ) . )
TP Gl 0 I
(2kk)? A4E(Vy — E)
avremo infine )
Vi 2a
T7'=1 0 inh? [ =—/2 - E
=gy (V- D)

24.

r2 1 1 1 /2F
/x1 drp(x) = (n — 2) mh  plx) = \/2m (E — 2mw2x2> Ty = 1=
1 r2 2F *2
(n—)ﬂh:mw/ dx 2—$2:2mw/ dx /23 — 22 =
2 — 2y mw 0

2 ™ 7 2E 7E
= mw [m\/ac% — 22 4 a3 sin_l(:c/xg)]o = mwzisin (1) = §mwx% =gmw 5=
da cui )
En:<n—2>hw (n=1,2,3,...)

Poiché il conteggio delle soluzioni WKB comincia da n = 1, possiamo ridefinire n = p + 1,
riottenendo cosi I'espressione canonica per gli autovalori dell’energia dell’oscillatore armonico,

1

Si noti che in questo caso ’approssimazione WKB fornisce il risultato esatto.



25.

In 27 abbiamo un punto di transizione con potenziale crescente, V'(x1) > 0. Con un’opportuna
traslazione possiamo far si che z; = 0. Le soluzioni WKB a sinistra e a destra di 1 = 0 si
possono scrivere nel modo seguente:

;(x) |:A e% f;?da:/p(m/) + Be_%f;)dz/p(fﬂ/)} (LU < O)
Ywra(@) = |;(x)| [C e Jode P 4 p o= Jo o’ Ip(w/)l} (z > 0)

Nella regione di raccordo con z > 0 la funzione d’onda WKB diventa, con la stessa notazione
usata a lezione:

1

2(qx)3/2 _2(qx)3/2
¢WKB<$)Zw[C€3( ) + De 5(az) ]

Confrontando con

Yint(x) ~ ———C + Le%(azﬁm

2y/m(a) /1 Vr(az) /!

[ [
=2D,/— b= —
“ ah ¢ ah

Nella regione di raccordo con z < 0 la funzione d’onda WKB diventa, con la stessa notazione
usata a lezione:

otteniamo

1
QZJWKB (JZ) = h1/2a3/4(—:c)1/4

Aoy pemifan’?]
Confrontando con

Yint () = — % _sin [2(—041’)3/2 +

VA(—aa)i 3 1|+ e e+ 5| -
1

~ 2/w(—ax)l/A (i + b)e B o™i/ (jq 4 peion eim/a]

otteniamo, sfruttando i risultati ottenuti sopra per a e b:

R LY el Y C_ip)et  poy (it s (€ ip) e
N 2 T\ 2 2

Abbiamo cosi ottenuto le formule di raccordo che collegano (A, B) a (C, D) attorno a .
Passiamo ora alla derivazione delle formule di raccordo attorno a zo, tenendo presente che
V'(x2) < 0. Spezziamo la funzione d’onda WKB nella regione x1 < x < x2 come segue:

L [ eh 7 I 2y @y ok 7! 1 2 e

pwien(®) = T2

Definiamo inoltre:

v = e% Jzfdwlp()] C'=De™” D' =Ce



Allora, traslando come in precedenza xs nell’origine per semplificare le formule, avremo:

FE] [C’e%ffdx’ PO 4 D e Jode’ ‘p(x')‘] (z < 0)
p(x

1 %fzda:’p(:c’)

L [Fef ; } (z > 0)

YwirB(T) ~

Nella regione di raccordo avremo

2m|V'(0)]

1/3
e B CRTANG

Vint(z) = a Ai(—azx) + b Bi(—ox) o= (

Per z < 0 sara ffdac’ Ip(2))| = (2/3)W(—ax)®/2, dunque dovremo confrontare

1

3/2
Ywip() = hL203/4(—g)1/4

D e Han

[C" e3(-aa)

con

3/2

a e_%(_0@)3/2 + b —ax)

2y/m(— o)/t Va(—az)t/t

s [T
=2,/—D' b=,/—C'
@ ah ahc

Per 2 > 0 sard [ dz’ p(z') = (2/3)R(azx)?/?, dunque dovremo confrontare

2
e§(

wint (.’13) ~

ottenendo

1

ig 3/2
Uwis(r) = e 3(a2)
con ) ) )
. ~ a in [ Z(az)?24+ 2 Zlax)¥?2 4+ T =
Yint(x) =~ NI sin [3(&33) + 4} +ﬁ(aw)1/4 cos [3(041‘) +4] =
1 . i2(ax)3/? in/4 . —i2(ax)3/? _—ir/4
= (—ia+b)e'5 ™ ™ o (g 4 b)eT'5 e ]
2/ (ax)l/4 [
ottenendo

ia+b=0 F:\/hﬁ —iatb et = b:—ia:,/Le_”/‘lF
™ 2 ho

Mettendo assieme i risultati ottenuti attorno a xy arriviamo alle formule di collegamento:

C':\/h—ab:e_”/le D':%ﬂh—aa:%e_m/élF = D=¢e™iF C:ée_we_”/‘lF
T T

Inserendo gli ultimi risultati ottenuti in quello ottenuto precedentemente per A:

c . = e |F|? e—2v
= _— g = D = ==
A ( zD) e'd =4 < 1 e ) F = T AP =mynp

Se v > 1, il denominatore & sostanzialmente 1, e recuperiamo il risultato 7' ~ e~27.



