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26.
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∂ẋ
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c
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m
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27.

L ′ = L+
q

c

(
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∂t

)
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28.

L’equazione di Heisenberg per ~X è

d ~X

dt
=
i

~
[H, ~X] .

Per calcolare il commutatore osserviamo che

H =
1

2m

[
~P 2 − q

c
( ~A · ~P + ~P · ~A) +

q2

c2
~A 2

]
+ q ϕ

e, lavorando in componenti,

[~P 2, X] = −2i~Px , [~P · ~A,X] = [ ~A · ~P ,X] = −i~Ax ,

con analoghe relazioni anche per Y e Z, da cui

[H, ~X] = − i~
m

(
~P − q

c
~A
)
,

ovvero, sostituendo nell’equazione di Heisenberg:

m
d ~X

dt
= ~P − q

c
~A .



29.

d~V

dt
=
i

~
[H, ~V ] +

∂~V

∂t
,

∂~V

∂t
= − q

mc

∂ ~A

∂t
.

[H, ~V ] =
m

2
[~V 2, ~V ] + q [ϕ, ~V ] , [ϕ, ~V ] =

i~
m
~∇ϕ ,

[Vi, Vj ] =
i~q
m2c

εijk Bk , [~V 2, ~V ] =
i~q
m2c

[ ~B × ~V − ~V × ~B] .

Mettendo tutto assieme:

m
d~V

dt
=

q

2c
[~V × ~B − ~B × ~V ] + q

[
−~∇ϕ− 1

c

∂ ~A

∂t

]
.

Esprimendo tutto in termini di ~E e ~B:

m
d~V

dt
=

q

2c
[~V × ~B − ~B × ~V ] + q ~E . (∗)

Ripassando infine da ~V a ~P

~V× ~B− ~B×~V =
1

m

[(
~P − q

c
~A
)
× ~B − ~B ×

(
~P − q

c
~A
)]

=
1

m
(~P× ~B− ~B×~P )− q

mc
( ~A× ~B− ~B× ~A) .

Basta ora inserire l’ultima espressione in (*) e osservare che ~A commuta con ~B per ottenere:

m
d~V

dt
= q ~E +

q

2mc
(~P × ~B − ~B × ~P )− q2

mc2
( ~A× ~B) .

30.

Ritorniamo alla (*), prendiamo i valori medi su uno stato generico in visuale di Heisenberg e
sfruttiamo il fatto che, se ~E e ~B sono uniformi nel volume del pacchetto d’onda:

〈~V × ~B〉 = 〈~V 〉 × ~B = − ~B × 〈~V 〉 = −〈 ~B × ~V 〉 , 〈 ~E〉 = ~E .

Otterremo allora, in accordo con il teorema di Ehrenfest ed indipendentemente dalla visuale:

m
d〈~V 〉
dt

= q

(
~E +
〈~V 〉
c
× ~B

)
.


